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2.1 ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΟΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥΣ  

 
 

 
 
 
 

 

 
 Ρητός ονομάζεται κάθε αριθμός που έχει ή μπορεί να πάρει τη μορφή κλάσματος 




, όπου  ,  είναι ακέραιοι με 0 . Ρητοί αριθμοί : 









 



,/Q  0 . 

Έτσι π.χ. οι αριθμοί 
4

3
, 

12

5
  κτλ. είναι ρητοί. Όμως και όλοι οι ακέραιοι μπορούν 

να γραφούν στη μορφή κλάσματος π.χ. 
1

3
3   . Άρα και οι ακέραιοι ανήκουν στους 

ρητούς. 
 
 Άρρητοι λέγονται οι αριθμοί που δεν μπορούν να γραφούν στη μορφή κλάσματος. 

Τέτοιοι αριθμοί είναι αυτοί που έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία μη 
επαναλαμβανόμενα όπως οι ρίζες των μη τέλειων τετραγώνων π.χ 

...414213562,12   ή όπως το ....14,3  

Άρρητοι αριθμοί :  ,...5,..,...,2..., Q    

 
 Πραγματικοί  είναι το σύνολο των αριθμών που αποτελείται από τους ρητούς και 

από τους άρρητους. Πραγματικοί αριθμοί : QQR     

 
 Πράξεις και Ιδιότητες  

Αντιμεταθετική :     ,      

Προσεταιριστική :   )()(   ,   )()(    

Ουδέτερο Στοιχειό : Πρόσθεση:   00 , Πολλαπλασιασμός:   11  
Αντίθετο και Αντίστροφο Στοιχειό :  

 0)()(   , οι αριθμοί   και   λέγονται αντίθετοι. 

 1
11

 


 , οι αριθμοί   και 


1
, με 0  λέγονται αντίστροφοι. 

Επιμεριστική :   )(  

 
 Οι Πράξεις της Αφαίρεσης και της Διαίρεσης 

Ονομάζουμε διαφορά του β από το α δηλαδή : )(   . (Αφαίρεση είναι 

η πρόσθεση του αντιθέτου) 

Ονομάζουμε πηλίκο του α δια β δηλαδή 








1
:  , 0 . (Διαίρεση είναι 

ο πολλαπλασιασμός του αντιστρόφου) 
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 Πρόσθεση – Πολλαπλασιασμός Κατά Μέλη 

Αν    και    τότε    

Αν    και    τότε    

 
 Νόμος Διαγραφής 

   

Αν 0 , τότε    

 
 Ιδιότητα Γινομένου  

0,,00   ή  

0,,00    

 
 Δυνάμεις  

Αν α πραγματικός αριθμός και ν φυσικός τότε:  



 


 ...  ,  1  , 10   ( 0 ) , 







1
   

Αν ν περιττός :     ενώ αν ν άρτιος :      ή    

     ,  








    ,    
    ,  





















  ,        

 Ταυτότητες  

  222
2    

  222
2    

))((22    

  32233
33    

  32233
33    

))(( 2233    

))(( 2233    
2 2 2 2( ) 2 2 2                  
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ :  
 
1. (Άσκηση 1 σελ. 52 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Δίνεται η παράσταση :     
3

1

3
43232 :

















y

x
yxyx  

i. Να δείξετε ότι 
99 yx   

ΠΡΟΣΟΧΗ ! ! ! 
 Ιδιότητα : 0,,00   ή  

π.χ.  2630360)1)(36(  xxxxx   

    ή 101  xx  
 

 Όταν έχουμε   , χωρίς περιορισμό για το α, τότε : 

00)(0    ή   0  

 π.χ.   00)1(022  xxxxxxx  ή 101  xx  

 

 0,,0022    

 

       222
      δηλ.      22

   

 

     2222
2    

 

       333
   

 

    33
   

 

ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ  
Παραγοντοποίηση λέγεται η διαδικασία κατά την οποία μια παράσταση από άθροισμα 
μετατρέπεται σε γινόμενο παραγόντων. Τα εργαλεία της παραγοντοποίησης είναι :  

 
 ΚΟΙΝΟΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΑΣ  

1. ΑΠΛΗ ΜΟΡΦΗ  π.χ.1 )52(52 2  yyyy  ,  

                           π.χ.2 )2)(3()3(2)3()3(2)3(  xxxxxxxx  

2. ΚΑΤΑ ΟΜΑΔΕΣ   π.χ.2 )4(5)4(3205123 223  xxxxxx )53)(4( 2  xx  

 
 ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ  

1. ΔΙΑΦΟΡΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ 
22         

2. ΔΙΑΦΟΡΑ ΚΥΒΩΝ ))(( 2233    

3. ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΚΥΒΩΝ ))(( 2233    

π.χ.1  Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις : 

 i)   )14)(14(14116 222  xxxx  

ii) )83)(103()913)(913(9)13(81)13( 222  xxxxxx   
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ii. Να βρείτε την τιμή της παράστασης για 2010x  και 
2010

1
y  

Λύση :  

i.     
3

1

3
43232 :

















y

x
yxyx     








9

3
12644

3

9
12464 :

x

y
yx

y

x
yxyx  

9999

9

360 1
yxxy

x
yyx 


 

 

ii. Έχω 
999 )( yxyx   αν 2010x  και 

2010

1
y  τότε : 

11
2010

1
2010 9

9









  

 
2. (Άσκηση 4 σελ. 52 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

i. Να αποδείξετε ότι  4)()( 22   

ii. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης : 

22

999

1000

1000

999

999

1000

1000

999

















  

Λύση :  
i. Ένας τρόπος για να αποδείξω μια ισότητα είναι να ξεκινήσω από το ένα μέλος και με 

διαδοχικές ισότητες να καταλήξω στο άλλο : 

 )2(2)()( 222222 

 2222 22   

 422   

 

ii. Από i. έδειξα ότι  4)()( 22  , άρα αν 
1000

999
  και 

999

1000
  τότε : 

4
999

1000

1000

999
4

999

1000

1000

999

999

1000

1000

999
22


















  

 
3. (Άσκηση 6 σελ. 52 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να  δείξετε ότι η διαφορά των τετραγώνων δυο διαδοχικών φυσικών ακεραίων (του 
μικρότερου από τον μεγαλύτερο) ισούται με το άθροισμα τους.  
Λύση :  Έστω ν ένας φυσικός ακέραιος, τότε ο ν+1 είναι ο επομένως φυσικός ακέραιος. 
Για να  δείξω ότι η διαφορά των τετραγώνων τους (του μικρότερου από τον μεγαλύτερο) 
ισούται με το άθροισμα τους αρκεί να δείξω ότι : 

12)1()1()1( 2222    

Ξεκινώ από το πρώτο μέλος και έχω :  1212)1( 2222    άρα ισχύει.  

 
4. (Άσκηση 1 σελ. 53 Β΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις :  

i. 







2

23 2
 

ii. 
1

22)(
2

2








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Λύση :  
i. Για να απλοποιήσω ένα κλάσμα, θα πρέπει πρώτα να παραγοντοποιήσω αριθμητή 

και παρανομαστή :  









2

23 2
1

1

)1(

1

12

)1(

)12( 222




























 

 

ii. 
1

2

)1)(1(

)2)(1(

)1)(1(

)1(2)1(

1

22)(
2

2



































 

 

5. (Άσκηση 2 σελ. 53 Β΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 
Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις :  

i. 
3

232

)1(

1




















  

ii. 
1

1

1

1
3

22

















 

Λύση :  

i. 














3

232

)1(

1








     

 





















 
3

2

2

22

3

2
2

2

1

11

)1(

11
















 

  2

2

22

2

2
)1(

)1(

1
)1()1(

)1(

1
)1)(1( 





 





  

 

ii. 









1

1

1

1
3

22








1

)1)(1(

)1)(1(

1

1
2

2


















 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 
 
6. Να υπολογίσετε την τιμή στις επόμενες παραστάσεις, αν οι x,y είναι αντίστροφοι :  

i. 
414

16515

6

)3(2

x

yx 
  

ii. 

2
1

410

14515

)6(6

)3(2

























 


x

yx
 

iii. 
 

33

223132

)(

)()(





yx

xyyx
 

7. Να αποδείξετε τις ταυτότητες που ακλουθούν :  

i. 
222 2)(    

ii. 
2

2

2
1

2
1





 








   )0(   

iii. 









 








 
22

22
 

iv. )(3)( 333 yxxyyxyx   

 

8. Να αποδείξετε την ταυτότητα : 1)1)(1(2  xxx . Στη συνέχεια με τη βοήθεια της να 

υπολογίσετε τις δυνάμεις : α) 299    β) 2999    γ) 21999  
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9. Να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις, αφού πρώτα βρείτε τις τιμές του x για τις 
οποίες ορίζονται :  

i. 
xx

xxx

3

96
2

23




 

ii. 
1

55
2

2





x

xxx
 

iii. 
)1)(2(

4)4(





xx

xx
 

iv. 
8

4

2

42
3

22










x

x

x

xx
 

v. 
9

)7)(3()3)(2(
2 



x

xxxx
 

vi. 
xx

xxx

22

1)1)(1(
3

43




 

 
10. Αν x,y 0, να εκτελέσετε τις πράξεις: 

i. 

5

3 8x
x y

y

 
  

 
  ii. 

4 2
3 5

2 3

x x

y y



 

   
   

   
  iii. 

2 3
4 2

3 3

x y

y x

   
   

   
  

iv. 

3 73

5 3
:

x x

y y






   
   

  
 v.    

2 3
6 7 5 4:x y x y


    vi.    

3 4
5 4 4 2: : :x y x y  

 
11. Να βρείτε τις τιμές των επόμενων παραστάσεων, αν x=8 και y=2: 

Α=    
3 5

4 1 3 2 2x y x y y


     B= 
 

   

4
2

3 1

x y

xy xy







 

 
12. Να κάνετε τις πράξεις:  

i.    
3 2

2 6 1x x      ii.     
2

2 5 4 2 2a a a      

ii.    
2 2

4 3 2 6x x                     iv.       
3 2

1 2 2 3 1x x x x x       

 
13. Να αποδείξετε τις ταυτότητες: 

i.    
22

2 3 2 1 5 20x x x                              ii.       
2 222 2 2x y xy x y x y        

iii.       
2 2 2

2 2 5 2a            
 

    iv.         
2 2 2

2 2 2 2 2 2x x x x x        

     v.        
2 2 2 3

1 2 1 1x x x x x                      vi.      
3 233 9 1 9 2          

    vii.    
3 2 32 6 1 2                               viii.      

3 2 223 1 18 26 5x x x x x        

 

14. Αν ισχύει       
2 2

1 1 6             να αποδείξετε ότι α+β=3 

 

15. Αν ισχύει ότι α-β=2, να αποδείξετε ότι : 
3 2 3 23 3 4        

 
16. Να αποδείξετε ότι, αν 0   τότε ισχύει : 

222222 )()()(    
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17. Αν 5
1


x
x  να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης :  

    i. 
2

2 1

x
x     ii. 

3

3 1

x
x  . 

 
18. Αν 7   και 10  να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης :  

i. 22      ii. 33   . 

 
 

Θέματα τράπεζας για την ενότητα : 

2.1 Οι Πράξεις και οι Ιδιότητες τους 
 

2ο Θέμα 
 
ΘΕΜΑ 1251 

Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α, β, γ, δ με β 0  και δ γ  ώστε να ισχύουν: 
α β

4
β


  

και 
γ 1

δ γ 4



 

α) Να αποδείξετε ότι α 3β  και δ 5γ .         (Μονάδες 10) 

β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
αγ βγ

Π
βδ βγ





         (Μονάδες 15) 

 
ΘΕΜΑ 14473 

Έστω x,y πραγματικοί αριθμοί ώστε να ισχύει: 
4x 5y

2
x 4y


 


 

α) Να αποδείξετε ότι: y 2x          (Μονάδες 12) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
2 22x 3y xy

A
xy

 
          (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1353 
α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς x,y ισχύει: 

 
2 2 2 2(x 1) (y 3) x y 2x 6y 10                 (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε τους αριθμούς x,y ώστε: 2 2x y 2x 6y 10 0              (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 14555 

Αν για τους πραγματικούς αριθμούς     ισχύει η σχέση 

                             –    

α) Να αποδείξετε ότι            .                   (Μονάδες 12) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης                 .               (Μονάδες 13) 
 
ΘΕΜΑ 14489 

Αν οι αριθμοί  α    και β    είναι αντίστροφοι, με α    και β     να δείξετε ότι: 
α)  α  β   αβ .                      (Μονάδες 10) 

β) Οι αριθμοί   α  β και   α    β   β είναι αντίθετοι.                         (Μονάδες 15) 
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ΘΕΜΑ 14458 
Έστω x, y πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει :   (x 4y)(x y) 9xy . 

α) Να αποδείξετε ότι  

i.  2(2y x) 0                         (Μονάδες 8) 

ii. 
x

y
2

.                         (Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι 
   

      
   

2 2

2x x
2y 2y 10y

2 2
.                           (Μονάδες 12) 

 
ΘΕΜΑ 13472 
Έστω α, β πραγματικοί αριθμοί, διαφορετικοί μεταξύ τους, για τους οποίους ισχύουν 

 2α 2α β  και  2β 2β α . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.   2 2α β α β .                                (Μονάδες 8) 

ii.   α β 1 .                        (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης  2 2Α α β .                  (Μονάδες 9) 

 
ΘΕΜΑ 13053 
Έστω α, β, γ πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύουν   α β γ 0  και αβγ 0 . 

α) Να αποδείξετε ότι  
i.   β γ α .                        (Μονάδες 6) 

ii.  


2α
α

β γ
.                        (Μονάδες 6) 

β) Με παρόμοιο τρόπο να απλοποιήσετε τα κλάσματα 


2β

γ α
, 



2γ

α β
 και να αποδείξετε ότι  : 

  
  

2 2 2α β γ
0

β γ γ α α β
.                                         (Μονάδες 13) 
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2.2 ΔΙΑΤΑΞΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 

 
 

 

 Ορισμός της Διάταξης : 0   και 0   

 
 Κανόνες Προσήμων Διάταξης :  

i. ( 0  και 0 ) 0   

ii. ( 0  και 0 ) 0   

iii.  ,  ομόσημοι   00 



  

iv.  ,  ετερόσημοι   00 



  

v. 02   για κάθε   (το ¨=¨ ισχύει μόνο όταν α=0) 
 

 Ιδιότητες των Ανισοτήτων 
i. Αν    και   , τότε    

ii.    

iii. Αν 0  τότε    

iv. Αν 0  τότε    

v. Αν    (1) και    (2), τότε προσθέτω κατά μέλη της (1) και (2) και έχω :  

   (Προσοχή : δεν γίνεται να προσθέσω κατά μέλη ανισότητες που  

έχουν διαφορετική φορά.) 
vi. Αν  ,,,  θετικοί αριθμοί τότε αν     (1) και    (2), τότε πολλαπλασιάζω 

κατά μέλη της (1) και (2) και έχω :    (Προσοχή : δεν γίνεται να 

πολλαπλασιάσω κατά μέλη ανισότητες που έχουν διαφορετική φορά.) 
 

 Διάταξη και Δυνάμεις  
 Αν  ,  είναι θετικοί αριθμοί και ν φυσικός διαφορετικός του μηδέν, τότε ισχύει :  

i. 
    

ii. 
    (Προσοχή : αν  ,  αρνητικοί τότε :     

                   




















ά

ό

,

,
) 

 
 Διαστήματα  

i. Κλειστό διάστημα : ],[   xx  

ii. Ανοιχτό διάστημα : ),(   xx  

iii. Ανοιχτό δεξιά διάστημα : ),[   xx  

iv. Ανοιχτό αριστερά διάστημα : ],(   xx  

v. ],(   xx  

vi. ),(   xx  

vii. ),[   xx  

viii. ),(   xx  
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ :  
 
1. (Άσκηση 1 σελ. 59 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι : 

i.  692   

ii.    2222    

 Λύση : 

i. 0)3(033209669 22222    που ισχύει. 

 

ii.      022222 222222222   

  0
2
   που ισχύει.  

 
2. (Άσκηση 1 σελ. 59 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι :  01222   . Πότε ισχύει η ισότητα; 

Λύση : 

 01222   012 22   0112 222   

0)1( 22    που ισχύει καθώς 0)1( 2   και 02   άρα και για το άθροισμα τους 

θα  ισχύει ότι 0)1( 22   .  

ΠΡΟΣΟΧΗ ! ! ! 
 
       

 
 Δεν αντιστρέφουμε τα μέλη μιας ανισότητας, εκτός αν ξέρουμε το πρόσημο τους. 

Ισχύει : Αν  ,  ομόσημοι και    τότε 


11
  

       Αν  ,  ετερόσημοι και    τότε 


11
  

 
 Δεν υψώνουμε στο τετράγωνο τα μέλη μιας ανισότητας, εκτός αν ξέρουμε ότι και τα 

δυο είναι θετικά οπότε η φορά παραμένει ίδια ή ότι και τα δυο είναι αρνητικά οπότε η 
φορά αλλάζει. 

 
 Δεν μπορούμε να κάνουμε «χιαστή» σε ανισοτικές σχέσεις, εκτός αν ξέρουμε το 

πρόσημο των παρανομαστών οπότε και κάνουμε απαλοιφή. 
 

 Πρόσθεση ή πολλαπλασιασμό κατά μέλη γίνεται μόνο σε ανισότητες που έχουν την 
ίδια φορά. Δεν γίνεται ούτε αφαίρεση, ούτε διαίρεση κατά μέλη.  

 

 0,,0022    

 
 Όπως είπαμε αν  ,  είναι θετικοί αριθμοί και ν φυσικός διαφορετικός του μηδέν, 

τότε ισχύει : 
   . Αν όμως  ,  είναι τυχαίοι πραγματικοί αριθμοί τότε 

για κάθε ν φυσικό αριθμό ισχύει : 
    (το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα). 

Όμως ισχύει ότι : 


















ό

άή

,

,0
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Για την ισότητα :  01222   012 22   0)1( 22   

1010)1( 2    και 002   . Άρα η ισότητα ισχύει αν 0,1   . 

 
3. (Άσκηση 3 σελ. 59 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  x και y σε καθεμία από τις παρακάτω 
περιπτώσεις :  

i. Αν 0)1()2( 22  yx  

ii. Αν 054222  yxyx  

 Λύση : 

i.  0)1()2( 22 yx   

 2020)2( 2  xxx    και   1010)1( 2  yyy  

 

ii.  044120542 2222 yyxxyxyx  0)2()1( 22 yx  

1010)1( 2  xxx    και   2020)2( 2  yyy  

 
4. (Άσκηση 4 σελ. 60 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Αν 6,45,4  x  και 4,53,5  y , να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή 

καθεμίας από τις παραστάσεις :  

i. yx          ii. yx          iii. 
y

x
        iv. 

22 yx   

Λύση : 
i. 6,45,4  x  (1) και 4,53,5  y  (2) 

Προσθέτω κατά μέλη τις (1) και (2) και έχω : 
108,94,56,43,55,4  yxyx  

 

ii. Επειδή δεν γίνεται αφαίρεση ανισοτήτων κατά μέλη, θα σχηματίσω το –y 
πολλαπλασιάζοντας τη (2) με -1 οπότε έχω :   4,53,5 y 3,54,5  y (3) 

Προσθέτω κατά μέλη τις (1) και (3) και έχω :  
7,09,03,56,44,55,4  yxyx  

 

iii. Επειδή δεν γίνεται διαίρεση ανισοτήτων κατά μέλη, θα σχηματίσω το 
y

1
. Για να γίνει 

αυτό αντιστρέφουμε τα μέλη της (2) που είναι θετικά οπότε έχω : 
4,5

11

3,5

1

y

3,5

11

4,5

1


y
 (4). Πολλαπλασιάζω κατά μέλη (1) και (4) και έχω : 


3,5

1
6,4

1

4,5

1
5,4

y
x

3,5

6,4

4,5

5,4


y

x
 

 

iv. Πρέπει να σχηματίσω τα 
22 , yx . Τα μέλη των (1) και (2) είναι θετικά, άρα αν τα 

υψώσω στο τετράγωνο δεν αλλάζει η φορά τους. Δηλαδή :  

16,2125,20)6,4()5,4( 2222  xx   (5) 

16,2909,28)4,5()3,5( 2222  yy  (6) Προσθέτω κατά μέλη τις (5)&(6) και έχω  

32,5034,4816,2916,2109,2825,20 2222  yxyx  
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5. (Άσκηση 6 σελ. 60 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Αν  0 , να δείξετε ότι 











 11
. 

Λύση :  
Έχω ότι  0  άρα 01   ομοίως και  0  άρα 01    

Στην ανισότητα 











 11
 απαγορεύεται το χιαστή, μπορώ όμως να κάνω απαλοιφή 

παρανομαστών αφού γνωρίζω ότι το ΕΚΠ των παρανομαστών 0)1)(1(   . Έχω :  










 





 )1()1(

1
)1)(1(

1
)1)(1(  

που ισχύει από το δεδομένο  0 .  

 
6. (Άσκηση 2 σελ. 60 Β΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Αν   1 , να δείξετε ότι   1 . 

Λύση :  
 01)1(01011   

0)1)(1(0)1)(1(01)1(    (1). Αρκεί να δείξω ότι 

ισχύει η σχέση (1). Από τη σχέση   1  έχω ότι :  

01101    . Επίσης : 

01101    . Άρα 0)1)(1(    

 
7. (Άσκηση 4 σελ. 60 Β΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να αποδείξετε ότι :      i. 022         ii. 022    

Λύση :  

i. 
2

22 0


   0222 22   02 2222   

0)( 222    που ισχύει. 

 

ii. 
2

22 0


   0222 22   02 2222   

0)( 222    που ισχύει.  

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 

 
8. Αν x,y είναι πραγματικοί αριθμοί, να αποδείξετε ότι :  

i. xx 212   

ii. xyyx 44 22   

iii. xyyx 4)( 2   

 
9. Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς α,β να αποδείξετε ότι :  

i. )3(2    

ii.  4)1)(1( 22   

iii. 
222 )(4)4)(4(    

 

10. Αν 0 , να αποδείξετε ότι :  

i. 2
1

2

2 


            ii. 
24

2
1

1


  
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11. Να αποδείξετε ότι : 
i. αν 4x , τότε 15)1(5 x  

ii. αν 3  και 1 , τότε  33   

iii. αν 4  και 3 , τότε 124)3(    

 
12. Να αποδείξετε ότι :  

i.  222 )2()4)(1(                  ii. αν   3  τότε : )(39    

iii. Αν 1  τότε : 123            iv. )2(2)6(  xxx  

v. 22 )12(8)3(225  xxx  

 
13. Να αποδείξετε ότι αν 6  , τότε :  

i. 9                   ii. 1822    

 
14. Να αποδείξετε ότι αν 0  , τότε :  

i. )(33                     ii. 

333

22







 


 
 

 

15. Αν οι αριθμοί x,y είναι ομόσημοι με yx  , να αποδείξετε ότι : 
yx

yx
11

 .  

 

16. Αν ισχύει :  zyx  , να αποδείξετε ότι : α) y
yx

x 



7

43
   β) z

zyx
x 




3
 

 
17. Να βρείτε τους αριθμούς α και β για τους οποίους ισχύει: 

i.  2 2 2 2 0           ii.  2 2 13 2 3 2         

iii.  2 2 4 1         iv.      
2 2

5 2 4 1          

 
18. Αν α>0, να συγκρίνετε τους αριθμούς:  

i. 
2 3    και  

2 23                    ii.  
3

1   και   21 3 3    

 

19. Να αποδείξετε ότι:  i. 2 4 5 0       ii.  22 10 25 0        

 
20. Αν ισχύει  1<α<2  και  -3<β<-2, να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών περιέχεται η τιμή 

καθεμίας από τις παραστάσεις:    i. 4α-3β  ii.  
2 2       iii.  αβ-2  

 
21. Αν 32  x  και 53  y , να αποδείξετε ότι :  

i. 192312  yx          ii. 58  yx     

  iii. 330  yx          iv. 1
5

2


y

x
 

 
22. Αν 31    και 72   , να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών είναι οι παραστάσεις :  

i.  52           ii. 34            iii. 



 

23. α) Να αποδειχθεί ότι:    
2 2

4         
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β) Ένα ορθογώνιο, του οποίου οι διαστάσεις είναι x και y, έχει περίμετρο 20m. 
i. Να εκφραστεί το y με τη βοήθεια του x. 
ii.Να εκφραστεί το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου με τη βοήθεια του x, 

χρησιμοποιώντας τη σχέση του ερωτήματος (α). 
iii. Να αποδειχθεί ότι το εμβαδόν Ε είναι μικρότερο ή ίσο των 25m2. 

 

Θέματα τράπεζας για την ενότητα : 

2.2 Διάταξη Πραγματικών Αριθμών 
 

2ο Θέμα 
 
ΘΕΜΑ 1287 

Δίνονται οι παραστάσεις: 2 2Κ 2α β   και Λ 2αβ , όπου α,βΙR 

α) Να δείξετε ότι: Κ Λ , για κάθε τιμή των α,β.         (Μονάδες 12) 
β) Για ποιες τιμές των α,β  ισχύει η ισότητα Κ Λ . Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

         (Μονάδες 13) 
ΘΕΜΑ 14492 
Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει μήκος x εκατοστά και πλάτος y εκατοστά, αντίστοιχα. 
Αν για τα μήκη x και y ισχύει: 4 x 7   και 2 y 3   τότε: 

α) Να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή της περιμέτρου του ορθογωνίου 
παραλληλογράμμου.         (Μονάδες 10) 

β) Αν το x μειωθεί κατά 1 και το y τριπλασιαστεί, να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων 
περιέχεται η τιμή της περιμέτρου του νέου ορθογωνίου παραλληλογράμμου.     

            (Μονάδες 15) 
 
ΘΕΜΑ 1314 
Για τους πραγματικούς αριθμούς α,β ισχύουν: 2 α 4   και 4 β 3    . Να βρείτε τα όρια 

μεταξύ των οποίων περιέχεται η τιμή καθεμιάς από τις παραστάσεις: 
α) α 2β          (Μονάδες 12) 

β) 2α 2αβ          (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1317 

Δίνονται οι παραστάσεις: 2 2Κ 2α β 9    και Λ 2α(3 β)  , όπου α,βΙR 

α) Να δείξετε ότι: 2 2 2Κ Λ (α 2αβ β ) (α 6α 9)                (Μονάδες 3) 

β) Να δείξετε ότι: Κ Λ , για κάθε τιμή των α,β.         (Μονάδες 10) 
γ) Για ποιες τιμές των α,β ισχύει η ισότητα Κ Λ ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.      
                 (Μονάδες 12) 
 
ΘΕΜΑ 1318 
Δίνονται οι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί α,β, με α β  για τους οποίους ισχύει: 

2

2

α 1 α

β 1 β





 

α) Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί α και β είναι αντίστροφοι.       (Μονάδες 13) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
 

8
22 3

2 25

α β
Κ

α (αβ)





         (Μονάδες 12) 
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ΘΕΜΑ 1324 
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς x και y ισχύουν: 3 x 5   και 2 y 1,    , να βρείτε τα 

όρια μεταξύ των οποίων βρίσκονται οι τιμές των παραστάσεων: 
α) y x        (Μονάδες 12) 

β) 2 2x y        (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1352 
Αν 0 α 1  , τότε 

α) να αποδείξετε ότι: 3α α        (Μονάδες 13) 
β) να διατάξετε από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τους αριθμούς: 

  0 , 3α  , 1 , α  , 
1

α
       (Μονάδες 12) 

 
ΘΕΜΑ 14704 
Αν 2 x 3   και 1 y 2  , να βρείτε μεταξύ ποιών ορίων βρίσκεται η τιμή καθεμιάς από τις 

παρακάτω παραστάσεις: 
α) x y         (Μονάδες 5) 

β) 2x 3y         (Μονάδες 10) 

γ) 
x

y
        (Μονάδες 10) 

 
ΘΕΜΑ 1373 
Δίνονται πραγματικοί αριθμοί α,β, με α 0  και β 0 . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 
4

α 4α
α

           (Μονάδες 12) 

β) 
4 4

α β 16
α β

  
    

  
         (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 12673 
Έστω α, β  πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει:  0 α β . 

α) Να αποδείξετε ότι   
3 3

β α
.                    (Μονάδες 13) 

β) Να αποδείξετε ότι    3 33 3
α β

β α
.                                                               (Μονάδες 12) 
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2.3 ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  

 

 Ορισμός Απόλυτης Τιμής : 









0,

0,




  

 
 Συνέπειες του Ορισμού :  

1. 0   

2.    και    

3. 22
   

4. Για κάθε 0  ισχύει :   xx  ή x  

π.χ.1 55  xx  ή 5x  

π.χ.2 312312  xx  ή  312x  

       242  xx  ή 122  xx  

5.   xx  ή x  

π.χ.1 
2

9
92633)2(33233  xxxxxxxx   

ή 
4

3
34633)2(33  xxxxxx  

 
 Ιδιότητες Απολύτων Τιμών :  

1.   ,   π.χ. 22)2)(2(24 222  xxxxxx  

Απόδειξη : 

Επειδή και τα δύο μέλη της ισότητας    είναι μη αρνητικοί αριθμοί, 

έχουμε διαδοχικά :  

    
22

 
222

  

222)(   , που ισχύει. 

 

2. 







 ,   π.χ. 2

2

22

2

)2)(2(

2

4

2

4
22




















x

x

xx

x

xx

x

x

x

x
 

Απόδειξη : Αποδεικνύεται με τον ίδιο τρόπο. 
 

3.    

Απόδειξη : 

Επειδή και τα δύο μέλη της ανισότητας    είναι μη αρνητικοί 

αριθμοί, έχουμε διαδοχικά :  

    
22

 
222 2)( 

 2222 22    , που ισχύει.  

Είναι φανερό ότι η ισότητα    ισχύει αν και μόνο αν 0 , δηλαδή αν 

και μόνο αν οι αριθμοί α και β είναι ομόσημοι ή ένας τουλάχιστον από αυτούς 
είναι ίσος με μηδέν.   
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ΠΡΟΣΟΧΗ ! ! ! 
 
ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ 
Όταν σε μια άσκηση υπάρχουν απόλυτες τιμές και θέλω να απαλλαγώ από αυτές τότε : 
 
 Αν η παράσταση που βρίσκεται μέσα στην απόλυτη τιμή είναι πάντα θετική, τότε 

φεύγει η απόλυτη τιμή και η παράσταση που είναι μέσα της γράφεται όπως είναι. 

Δηλ.    π.χ.1 33 22  xx , επειδή 032 x  για κάθε x . 

π.χ.2  2727 , επειδή 027    

 
 Αν η παράσταση που βρίσκεται μέσα στην απόλυτη τιμή είναι πάντα αρνητική, τότε 

η απόλυτη τιμή γίνεται παρένθεση και βγαίνει ένα μείων (-) απέξω. Δηλ.  

π.χ.1 3)3(3 222  xxx , επειδή 032  x  για κάθε x . 

π.χ.2 38)38(38  , επειδή 038  . 

 
 Αν η παράσταση που βρίσκεται μέσα στην απόλυτη τιμή δεν διατηρεί σταθερό 

πρόσημο τότε πρέπει να διακρίνω περιπτώσεις με βάση τον ορισμό. 










0)()(

0)(),(
)(

xx

xx
x




.  

Δηλ 









03),3(

03,3
3

xx

xx
x














3,3

3,3
3

xx

xx
x




 

 
Το ίδιο μπορεί να γίνει με πινακάκι και περιπτώσεις : Μηδενίζω την παράσταση 
που βρίσκεται μέσα στην απόλυτη τιμή, βρίσκω τη ρίζα ή τις ρίζες της και κάνω 
πινακάκι. Από το πινακάκι διακρίνω τις αντίστοιχες περιπτώσεις και βγάζω το 

πρόσημο της παράστασης στο διάστημα που θέλω. Δηλ.  3x , το 3x  δεν 

διατηρεί σταθερό πρόσημο άρα, 303  xx  

x -  3             +  

3x  - 0 + 

 Αν 3x  ή ),3[ x  τότε 33  xx  (αφού 03 x  για κάθε 

),3[ x ) 

 Αν 3x  ή )3,( x  τότε 3)3(3  xxx  (αφού 03 x  για κάθε 

)3,( x ) 

 

    ...... 321321  

 

 
    

 

    
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ :  
 
1. (Άσκηση 1 σελ. 66 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις χωρίς απόλυτες τιμές. 

i. 3  

ii. 4  

iii.   43  

iv. 2332   

Λύση :  

i. Επειδή 03  , τότε 33    

 

ii. Επειδή 04  , τότε   44)4(4  

 

iii. Επειδή 03   και 04  , τότε 1434)3(43    

 

iv. Επειδή 032   και 023  , τότε 

    0233223322332   

 
2. (Άσκηση 2 σελ. 66 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Αν 43  x  να γράψετε χωρίς απόλυτες τιμές την παράσταση : 43  xx  

Λύση :  

    Επειδή 43  x , τότε : 03 x  και 04 x  

    Οπότε : 143)4(343  xxxxxx  

 

 Απόσταση Δυο Αριθμών :  

Ισχύει :  ),(d ,  

π.χ1. 6624)2,4( d  

π.χ.2 53535)3,(  xxxd  ή  53x  

           8x    ή  2x  
Επίσης :  

1. ( ,0) ( , )x d x x x                 

2. ( ,0) ( , ) ( , )x d x x ή x x                   

3.   000000 ),(),( xxxxxxxxdxx  

4.   000000 ,,),(),(),( xxήxxxxxxxdxx

π.χ.1  43x )1,7()43,43(4)3,(  xxxd  ή 17  x  

π.χ.2  24x  2)4,(xd  ),24()24,(x ),6()2,( x  

             ή   6,,2  xήx  

5. Αν   00 ),(),( xxxxdx  με 
2

0

 
x  και 

2





  

6. Αν   00 ),(),(),( xxxxdx  με 
2

0

 
x  και 

2





  
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3. (Άσκηση 3 σελ. 66 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να γράψετε χωρίς απόλυτες τιμές την παράσταση : xx  43  όταν : 

i. 3x  

ii. 4x  

Λύση :  

i. Επειδή 033  xx , επίσης 3x  άρα και 04404  xxx    

    Οπότε :   143)4()3(43  xxxxxx  

 

ii. Επειδή 04404  xxx , επίσης 4x  άρα και 033  xx    

    Οπότε :   143)4(343  xxxxxx  

 
4. (Άσκηση 4 σελ. 67 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Αν    , να βρείτε την τιμή της παράστασης 







 

Λύση :  

    Έχω : 1
)(




































 

 
5. (Άσκηση 2 σελ. 68 Β΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Αν    να δείξετε ότι  

i. 
2





  

ii. 
2





  

    Λύση :  
i. Επειδή 0   

Οπότε : 








2

2

22
 

 
ii. Επειδή 0   

Οπότε : 











2

2

22

)(

2
 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ :  
 
6. Να απλοποιηθούν οι παραστάσεις :  

i. 52613536   

ii. 422521 22  xx ,   x  

iii. 3885    

 
7. Αν   2 , να απλοποιήσετε τις παραστάσεις :  

i.   22       ii. 22         iii.   2  
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8. Αν 3x , να απλοποιήσετε τις παραστάσεις : 5423  xxx  και 

7235  xx  

 

9. Αν 20  x , να απλοποιήσετε τις παραστάσεις : 2221  xxx  και 

xxx 3522   

 

10. Να γράψετε χωρίς απόλυτες τιμές την παράσταση : 22  xx  όταν :  

i. 2x       ii. 22  x       iii. 2x  
 

11. Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις χωρίς το σύμβολο της απόλυτης τιμής:  
i. Α=|x-3|  ii. Β= |x+2|+x  iii. Γ= 2x-|x-1|                           
iv. Δ= x-|4-x| v. Ε= x+1-|2x-6| vi. Ζ= 3-|2-x| 

 
12. Να απλοποιηθούν οι παραστάσεις :  

i.
12

2 54






x

xx
     ii. B=

2 2 | |

| | 2

x x

x




     iii.Γ= 

3 2| | 3

2 | | 6

x x

x




     iv. Δ=

2 4 | | 4

| x | 2

x x 


      

v. Ε=
2 1

| | 1

x

x




     vi. 

2

2

1

1

1

22

1

1

x

x

x

x

x

x














 ,   1x  και 1x  

 
13. Να αποδείξετε ότι: 

i. 
2 2| 1| 4 | 1|                       ii. 

2 2 2(| | | |) 2 | |a         
iii. 

2 2 2 2| | | | 2(| | | | )               iv. 
2 2(| | | |)(| | | |)          

 
14. Αν α<1<β, να βρείτε την τιμή της παράστασης: Κ=d(1,α)+d(1,β)-d(α,β). 
 

15. Να απλοποιηθεί η παράσταση 
22

22






xx

xx
 για τις διάφορες τιμές του x . 

 

16. Δίνεται πραγματικός αριθμός x για τον οποίο ισχύει:  x 3 1 

i. Να αποδείξετε ότι : x (2,4)  

ii. Να απλοποιήσετε την παράσταση : 
   

     


x 4 x 2 x 1
Κ 3x 6 3 x 5

2 1 x
.          

 

17. Να απλοποιηθεί η παράσταση 
494

162
2 




x

x
 για ]3,(x . 

 
18. Αν η απόσταση του x από το y στον πραγματικό άξονα είναι 4, να γραφεί χωρίς 

απόλυτη τιμή η παράσταση : xyyx 33  .  

 

19. Αν 1x  και 2y  να δείξετε ότι : i. 3 yx      ii. 3 yx      iii. 432310  yx  
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20. Δίνεται η παράσταση : 
2

42






x

x
.  

i.Να βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Α. 
ii. Να απλοποιήσετε την παράσταση Α. 

iii. Να λύσετε την ανίσωση : 3 .  
 
21. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα: 
 

Απόλυτη τιμή Απόσταση Διάστημα ή ένωση διαστημάτων 

|x|<3   

|x| 4   

|x|>2   

|x| 5   

  [ 1,1]x   

  ( 6,6)x   

  ),8[]8,( x  

  ( , 10) (10, )x      

 5)3,( xd   

 7)4,( xd   

 5)3,( xd   

 3)1,( xd   

 

Θέματα τράπεζας για την ενότητα : 

2.3 Απόλυτη Τιμή Πραγματικών Αριθμών 
 

2ο Θέμα 
 
ΘΕΜΑ 1239 

Δίνεται η παράσταση: A 3x 6 2   , όπου ο x είναι πραγματικός αριθμός. 

α) Να αποδείξετε ότι: 
i. για κάθε x 2 , A 3x 4   

ii. για κάθε x 2 , A 8 3x         (Μονάδες 12) 

β) Αν για τον x ισχύει ότι x 2  να αποδείξετε ότι: 
29x 16

3x 4
3x 6 2


 

 
         (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1258 
Για κάθε πραγματικό αριθμό x με την ιδιότητα 5 x 10  , 

α) να γράψετε τις παραστάσεις x 5  και x 10  χωρίς απόλυτες τιμές.     (Μονάδες 10) 

β) να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
x 5 x 10

A
x 5 x 10

 
 

 
         (Μονάδες 15) 

 
ΘΕΜΑ 1272 

Δίνεται πραγματικός αριθμός x, για τον οποίο ισχύει:  d x, 2 1  . 

Να δείξετε ότι: 
α) 3 x 1             (Mονάδες 10) 

β) 
2x 4x 3 0            (Mονάδες 15) 
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ΘΕΜΑ 1303 

Δίνονται οι παραστάσεις: Α 2x 4   και Β x 3   όπου ο x είναι πραγματικός αριθμός. 

α) Για κάθε 2 x 3   να αποδείξετε ότι A B x 1   .         (Μονάδες 16) 

β) Υπάρχει x[2,3) ώστε να ισχύει A B 2  ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
         (Μονάδες 9) 
ΘΕΜΑ 1320 
Για τον πραγματικό αριθμό x ισχύει: d(2x,3) 3 2x   

α) Να αποδείξετε ότι: 
3

x
2

 .         (Μονάδες 12) 

β) Αν 
3

x
2

 , να αποδείξετε ότι η παράσταση: K 2x 3 2 3 x   
 
είναι ανεξάρτητη του x.

         (Μονάδες 13) 
 
ΘΕΜΑ 1322 

Δίνεται πραγματικός αριθμός x για τον οποίο ισχύει: x 2 3   

α) Να αποδείξετε ότι: 1 x 5            (Μονάδες 12) 

β) Να απλοποιήσετε την παράσταση: 
x 1 x 5

Κ
3

  
          (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1323 

Δίνονται πραγματικοί αριθμοί y, για τους οποίους ισχύει: y 2 1   

α) Να αποδείξετε ότι: y(1,3)         (Μονάδες 12) 

β) Να απλοποιήσετε την παράσταση: 
y 1 y 3

Κ
2

  
          (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1342 

Αν για τον πραγματικό αριθμό x ισχύει 2x 1 1  , τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι 0 x 1           (Μονάδες 15) 

β) Να διατάξετε από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τους αριθμούς :                              

1 , x , 2x . Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.         (Μονάδες 10) 
 
ΘΕΜΑ 1366 

α) Αν α 0 , να αποδειχθεί ότι: 
1

α 2
α

             (Μονάδες 15) 

β) Αν α 0 , να αποδειχθεί ότι: 
1

α 2
α

            (Μονάδες 10) 

 
ΘΕΜΑ 1371 

α) Αν α,βIR{0}, να αποδειχθεί ότι: 
α β

2
β α
         (Μονάδες 15) 

β) Πότε ισχύει η ισότητα στην (1); Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.      (Μονάδες 10) 
 
ΘΕΜΑ 14617 

Δίνεται η ανίσωση              . 
α) Να αποδείξετε ότι        .                    (Μονάδες 12) 

β) Αν γνωρίζουμε ότι        , να αποδείξετε ότι  
  

 
       .               (Μονάδες 13) 
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ΘΕΜΑ 1384 

Δίνεται η παράσταση: A x 1 y 3     με x,y πραγματικούς αριθμούς, για τους οποίους 

ισχύει: 1 x 4   και 2 y 3  . 

Να αποδείξετε ότι: 
α) A x y 2           (Μονάδες 12) 

β) 0 A 4          (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 14572 

Δίνεται πραγματικός αριθμός x , για τον οποίο ισχύει: 2 1x   . 

Να δείξετε ότι: 

α) 3 1x    .                      (Mονάδες 10) 

β) 2 4 2x   .                               (Mονάδες 15) 

 
ΘΕΜΑ 14491 
α) Να λυθεί η ανίσωση  |y – 3| < 1                    (Μονάδες 12) 
β) Αν x,y είναι μήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου,  με 1<x<3  και  
2<y<4  τότε να βρείτε μεταξύ ποιών τιμών κυμαίνεται η τιμή του εμβαδού Ε του 
ορθογωνίου.                       (Μονάδες 13) 
 
ΘΕΜΑ 14412 
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς ,   ισχύει   , με 1   και 1  , τότε 

α) Να δείξετε ότι 
1

2
1

 

  


 

 
.                                             (Μονάδες 12) 

β) Να δείξετε ότι 
1

1

 
 

  


  

 
 .                    (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 13177 
Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί ,   για τους οποίους ισχύει 2 3   και 2 1    .  

α) Να δείξετε ότι : 3 3     και 2 2    .  

                                                                 (Μονάδες 8) 
β) Να δείξετε ότι : 0 2    . 

                                                                   (Μονάδες 8) 

γ) Να δείξετε ότι η τιμή της παράστασης 3 2         είναι ίση με 1.                   

                                                                         (Μονάδες 9)  
 

4ο Θέμα 
 
ΘΕΜΑ 1429 
Σε έναν άξονα τα σημεία Α, Β και Μ αντιστοιχούν στους αριθμούς 5 , 9 και x αντίστοιχα. 

α) Να διατυπώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραστάσεων x 5  και x 9 . 

         (Μονάδες 10) 

β) Αν ισχύει x 5 x 9   , 

i) Ποια γεωμετρική ιδιότητα του σημείου Μ αναγνωρίζετε; Να αιτιολογήσετε την 
απάντησή σας.         (Μονάδες 7) 

ii) Με χρήση του άξονα, να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό x που παριστάνει το 
σημείο Μ. Να επιβεβαιώσετε με αλγεβρικό τρόπο την απάντησή σας.     (Μονάδες 8) 
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ΘΕΜΑ 1428 
Δίνονται τα σημεία Α, Β και Μ που παριστάνουν στον άξονα των πραγματικών αριθμών 

τους αριθμούς 2, 7 και x αντίστοιχα, με 2 x 7   . 
α) Να διατυπώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραστάσεων. 

i) x 2          (Μονάδες 4) 

ii) x 7          (Μονάδες 4) 

β) Με τη βοήθεια του άξονα να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροίσματος: 

x 2 x 7            (Μονάδες 5) 

γ) Να βρείτε την τιμή της παράστασης Α x 2 x 7     γεωμετρικά.         (Μονάδες 5) 

δ) Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το προηγούμενο συμπέρασμα.         (Μονάδες 7) 
 
ΘΕΜΑ 1515 
Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α και β για τους οποίους ισχύει η ανίσωση: 

  α 1 1 β 0    

α) Να αποδείξετε ότι το 1 είναι μεταξύ των α,β.         (Μονάδες 13) 

β) Αν επιπλέον β α 4  , να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: Κ α 1 1 β    . Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας είτε, γεωμετρικά είτε αλγεβρικά.         (Μονάδες 12) 
 
ΘΕΜΑ 1525 

Για τους πραγματικούς αριθμούς α,βΙR ισχύει:   α 2 1      β 3 2   

α) Να αποδειχθεί ότι 1 α 3  .         (Μονάδες 4) 

β) Να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται ο β.          (Μονάδες 5) 
γ) Να βρεθεί μεταξύ ποιών αριθμών βρίσκεται η παράσταση 2α 3β .         (Μονάδες 7) 

δ) Να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται η παράσταση 
α

β
.        (Μονάδες 9) 

 
ΘΕΜΑ 13179 
Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί ,   για τους οποίους ισχύει 1 2   και 2 4  .  

α)  
i. Με τη βοήθεια του άξονα των πραγματικών αριθμών να δείξετε ότι η απόσταση των 

  και   είναι μικρότερη ή ίση του 3.                              (Μονάδες 7) 

ii. Να αποδείξετε αλγεβρικά την απάντηση στο i. ερώτημα.                   (Μονάδες 7) 
β)  

i. Να δείξετε ότι 1
 

 
  .                        (Μονάδες 5) 

ii. Nα βρείτε τους αριθμούς   και   για τους οποίους ισχύει 1 1
 

 
    .       

 (Μονάδες 6)                                            
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2.4 ΡΙΖΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  
 

 
 
 
 

 
 Ορισμός Τετραγωνικής Ρίζας : Τετραγωνική ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α 

συμβολίζεται με   και είναι ο μη αρνητικός αριθμός που, όταν υψωθεί στο 

τετράγωνο, δίνει τον α. Δηλαδή :   2xx , με 0  και 0x . Η  , με 

0 , παριστάνει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης 2x . 
 
 Ιδιότητες Τετραγωνικής Ρίζας :  

1. Αν 0 , τότε :    
2

  ή   
2

 

2. Αν 0,  , τότε :     και   







 , 0  

3. Για κάθε πραγματικό αριθμό α είναι :  2    (Προσοχή :  
2

) 

 
 Ορισμός ν-οστης Ρίζας : Η ν-οστη ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α  

συμβολίζεται με    και είναι ο μη αρνητικός αριθμός που, όταν υψωθεί στη ν, δίνει 

τον α. Δηλαδή :    xx , με 0  και 0x . Η   , με 0 , παριστάνει 

τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης  x .  

π.χ. 3273   γιατί 2733  . Η 3273   είναι η μη αρνητική ρίζα της εξίσωσης 273 x .  

Επίσης :   1 , ενώ  2  

 
 Ιδιότητες Ριζών :  

1. Αν 0 , τότε :   


    ή  


  , αλλά και     

2. Αν 0  και ν άρτιος τότε     

3. Αν 0,  , τότε :      και   











 , 0  

Απόδειξη :  

Έχουμε :        





       







   που ισχύει.  

4. Αν 0 , τότε : 
    ,  π.χ. 63 77   

5. Αν 0 , τότε :      ,  π.χ.1 12 16 12 42 43 42 3 2  

         π.χ.2 2888 353 515 5    

6. Αν 0 , μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε :  



   

π.χ.1 
3

5 3 5x x  ,   π.χ.2 2

1

xx   ,   π.χ.3 
4

411 115 5      

 
 

 



ΑΛΓΕΒΡΑ Α΄ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΠΑΛΑΙΟΛΟΓΟΥ ΠΑΥΛΟΣ                www.pitetragono.gr 29 

 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΡΟΣΟΧΗ ! ! ! 
 
 Όταν κάτω από τη ρίζα υπάρχει αριθμός που είναι τέλειο τετράγωνο τότε εύκολα 

υπολογίζω το αποτέλεσμα. π.χ. 525  , 12144   κτλ. Όταν όμως ο αριθμός δεν 

είναι τέλειο τετράγωνο κοιτώ μήπως μπορώ να απλοποιήσω τη ρίζα γράφοντας τον 
αριθμό σαν γινόμενο δυο αριθμών εκ των οποίων ο ένας να είναι τέλειο τετράγωνο.  

π.χ.1 2242428   

π.χ.2 2416216232   

π.χ.3 3525325375   

 
 Όταν έχω κλάσμα που στον παρανομαστή υπάρχει μια ρίζα, τότε πολλαπλασιάζω 

αριθμητή και παρανομαστή με τη ρίζα αυτή ώστε να προκύψει κλάσμα που στον 
παρανομαστή δεν έχει ρίζα. 

π.χ.1 
2

2

2

2

22

2

2

1
2



  

π.χ.2 
2

3

32

33

32

33

332

33

32

3
2







  

 
 Όταν έχω κλάσμα που στον παρανομαστή υπάρχει παράσταση της μορφής 

  ,   ,   , τότε για να απαλλαγώ από τη ρίζα στον παρανομαστή 

πολλαπλασιάζω αριθμητή και παρανομαστή με τη συζυγή παράσταση του 
παρανομαστή.  

π.χ.1 452
45

452

25

452

)25()25(

)25(2

25

2

2
2


















 

π.χ.2   630630
65

630

65

656

)65()65(

)65(6

65

6
22

2


















 

π.χ.3 
 

 
332

3

3323

912

936

932

936

)332()332(

)332(3

332

3
2





















 

 
 Απαραίτητη προϋπόθεση όταν έχουμε ρίζα είναι η υπόριζη ποσότητα να είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με το μηδέν.  

π.χ.1 η παράσταση 3x  έχει νόημα μόνο όταν 303  xx  

π.χ.2 η παράσταση 3 26 x  έχει νόημα μόνο όταν 3326026  xxxx  

π.χ.3 η παράσταση 4  δεν έχει νόημα, δηλαδή είναι λάθος, αφού 04   

 

 Αν 0, yx , τότε ισχύει η ισοδυναμία :  yxyx   
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ :  
 
1. (Άσκηση 1 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να υπολογίσετε τις ρίζες : 

i. 100       3 1000       4 10000       5 100000  

ii. 4       3 8       4 16       5 32  

iii. 01,0       3 001,0       4 0001,0       5 00001,0  

Λύση :  

i. 1010100 2      3 1000 10103 3      4 10000 10104 4      5 100000 10105 5   

 

ii. 224 2        3 8 223 3        4 16 224 4        5 32 225 5   

 

iii. 
10

1

100

1

100

1
01,0        

10

1

1000

1

1000

1
001,0

3

3

33         

10

1

10000

1

10000

1
0001,0

4

4

44        
10

1

1000000

1

100000

1
00001,0

5

5

55   

 

2. (Άσκηση 2 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 
Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις χωρίς τις ρίζες : 

i. 2)4(   

ii. 2)20(  

iii. 2)1( x  

iv. 
4

2x
 

Λύση :  

i. 





44)4(4)4(
04

2
 

 

ii. 2020)20( 2   

 

iii. 



























1_,1

1_,1

1_,1

1_,1

01_),1(

01_,1
1)1( 2

xx

xx

xx

xx

xx

xx
xx












 

 

iv. 
244

22 xxx
  

 
3. (Άσκηση 3 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι : 1)53()52( 22   

Λύση : Έχω 



53)52(5352)53()52(

052

053

22  

15352   
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4. (Άσκηση 4 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι :    83535  xxxx  

Λύση :  Πρώτα πρέπει να πάρω περιορισμούς, πρέπει :  
505  xx  (1)   και   303  xx  (2). Άρα από (1) και (2) έχω 5x . 

Έχω :    


)3(5353535
22))(( 22

xxxxxxxx


 

835  xx  
 
5. (Άσκηση 5 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι :  

i.    14327250188   

Λύση :   

i. Έχω    327250188    2162362252924  

   2162362252924    2426252322  

   142727227272
2

  

 
6. (Άσκηση 6 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι :  

ii. 253532 333    

   Λύση :  

ii. Έχω  333 53532     33 53532 
3 2

23 532  33 592  

33 42  3 42  283   

 
7. (Άσκηση 7 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι :  

ii. 35 3 2222    

   Λύση :  

ii. Έχω 
5 3 222 

5 3 3 222 
5 6 422

30 105 6 46 222  3103 10 22    

 
8. (Άσκηση 8 σελ. 74 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να δείξετε ότι :  

ii. 18 136 59 8 2222    
   Λύση :  

ii. Έχω 


6

5

9

8

6

5

9

8

6 59 8 22222 


18

15

18

16

2 18

31

2 


18

13

18

18

2 


18

13
1

2  18

13

22 18 1322   

 
9. (Άσκηση 10 σελ. 75 Α΄ ομάδας σχολικού βιβλίου) 

Να μετατρέψετε τις παρακάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητούς παρανομαστές :   

iii. 
67

67




 

   Λύση :  

iii. Έχω 




67

67   
  






6767

6767  





22

2

67

67     


 2
2

67
67

67
 

422136422766727
22

  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ :  
 
10. Να κάνετε τις πράξεις:  

i. 
7 74 35 5       ii.

6 5 63 3       iii. 
5 9

5 4

4

4
      iv. 5 11

5
6

1
7

7
       v.

7 78 4

7 5

5 5

5


      vi.

5 56 8

5 9

3 3

3


 

 
11. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων: 

i.  Α= ( 12 48 27) 3    ii.  Β= ( 32 50 18) 8    

iii. Γ= ( 20 45)( 80 5)    iv. Δ= 33 3( 16 54) 4  

 
12. Να κάνετε τις πράξεις: 

i. 2 2( 5 3) ( 5 3)      ii. ( 7 6)( 7 6)   
iii. 2( 3 2) 2 6      iv. 22 5 ( 5 1)   

 
13. Να δείξετε ότι :  

i. 2223     ii. 123
33     iii. 6 53 3333     iv. 20 115 2 5555   

 
14. Να βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζονται οι παραστάσεις : 

i. 1x     ii. 4 42  x     iii. 7 39 x  

 
15. Να βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζονται οι επόμενες παραστάσεις.  

         i. Α= 2 3x x     ii. Β= 32 6 5x x              iii. Γ= 
3

4

3 12

7

x

x



  

iv.  Δ= 
4

1
12 4

2 14
x

x
 


 

 

16. Αν ισχύει ότι: 2 3x    και 2 3y    να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:  

i.  Α= 
2( )y x   ii. Β= 

2 2x y   iii.  Γ= xy   iv.  Δ= 
2 23x xy y   

 
17. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:  

i.  Α= 22228   ii. Β= 3 ( 50 32) 6 6      

 iii. Γ=  
23 3( 5 2) (7 2 10)            iv. Δ= 

3 3
3

3
3 2 3 3 2 3

8
     

 

18. i. Να βρείτε τα αναπτύγματα 2( 3 2)  και 2( 3 2) . 

ii. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: Α=  7 4 3 7 4 3 3    

19. Αν ισχύει -1<x<3, να απλοποιήσετε την παράσταση Α= 
2 22 1 6 9

1 3

x x x x

x x

   


 
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20. Δίνεται η παράσταση: Α= ( 4 2 )( 4 2 )x x x x       

i. Να βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Α. 
ii. Να απλοποιήσετε την παράσταση Α. 

 

21. Να δείξετε ότι :    97272  xxxx . 

 

22. Να δείξετε ότι : 2)105()103( 22   

 
23. Να μετατρέψετε τις παρακάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητούς 

παρανομαστές: i. 
37

1


    ii. 

45

6




    iii. 

320

5


    iv. 

14748

24312




    v. 

452

209
 

 
24.   Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις :  

i.        6
6

5
5

3
3

4
4

23172272    

ii.         10 108
8

6 64 42

)2(313422223  xx  

 
25. Αν , 0   , να αποδείξετε ότι: 

  i. 2( ) 4                            ii. 
2( )

2

 
 


 

 

 iii. ( )( ) 2( )          iv. 
24

2 2

   
  

 

26. Δίνεται ο αριθμός : α= 2( 3 1) 12   

i. Να βρείτε τον αριθμό α. 

ii. Να βρείτε τον αριθμό β= 8 (         

iii. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: Α= ( 6 3)(1 2)     

 
27. Να μετατρέψετε τα επόμενα κλάσματα σε ισοδύναμα με ρητό παρανομαστή: 

i. 
3 2

1
                        ii.

5 2

4
                    iii.                     iv. 

5 3 4

20

6 5
                               

v. 
4

2 ( 3 2)       

vi. 
3

8

3 (3 5) 
    vii.

6 5

12

2 ( 7 6) 
      viii. 

7 4

6

3 ( 5 1)   
 

28. Αν α 0 , να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις με τη μορφή μιας ρίζας:  

i. Α= 
4 34 5       ii. Β= 

3 5 3       

iii. Γ= 
7 34 74       iv. Δ= 

3 32 4 34 5       

 
29. Να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις :  

i. 
x

x

x

xx 22

2

44





, αν 1)1,( xd      ii. 

2

222






 x

xx

x

x
, αν 1)1,( xd  

 

3

1

3 2
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Θέματα τράπεζας για την ενότητα : 

2.4 Ρίζες Πραγματικών Αριθμών 
 

2ο Θέμα 
 
ΘΕΜΑ 1270 

Δίνεται η παράσταση: 
2 2x 4x 4 x 6x 9

K
x 2 x 3

   
 

 
. 

α) Να βρεθούν οι τιμές που πρέπει να πάρει το x, ώστε η παράσταση K να έχει νόημα 
πραγματικού αριθμού.         (Μονάδες 12) 

β) Αν 2 x 3   , να αποδείξετε ότι η παράσταση K σταθερή, δηλαδή ανεξάρτητη του x.    

                     (Mονάδες 13) 
 
ΘΕΜΑ 1281 

Δίνονται οι αριθμητικές παραστάσεις:  
6

Α 2  ,  
6

3Β 3  ,  
6

6Γ 6  

α) Να δείξετε ότι: Α Β Γ 23            (Μονάδες 13) 

β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 3 3  και 6 6 . Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

         (Μονάδες 12) 
 
ΘΕΜΑ 1308 

Δίνεται η παράσταση: 
3 5

Α
5 3 5 3

 
 

 

α) Να δείξετε ότι: Α 4 .         (Μονάδες 12) 

β) Να λύσετε την εξίσωση: x A 1  .         (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1335 

Δίνονται οι παραστάσεις:  
2

Α x 2   και 33Β (2 x)  , όπου x πραγματικός αριθμός. 

α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση A;         (Μονάδες 7) 
β) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση B;         (Μονάδες 8) 
γ) Nα δείξετε ότι, για κάθε x 2 , ισχύει Α Β .         (Μονάδες 10) 
 
ΘΕΜΑ 1338 

Αν είναι 3Α 5  , Β 3  , 6Γ 5 , τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι Α Β Γ 15            (Μονάδες 15) 

β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς Α,Β.         (Μονάδες 10) 
 
ΘΕΜΑ 1340 

Αν είναι Α 2 3   , Β 2 3  , τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι Α Β 1  .         (Μονάδες 12) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 2 2Π Α Β  .         (Μονάδες 13) 
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ΘΕΜΑ 1375 
Στον πίνακα της τάξης σας είναι γραμμένες οι παρακάτω πληροφορίες (προσεγγίσεις): 

2 1,41   ,  3 1,73   ,  5 2,24   ,  7 2,64  

α) Να επιλέξετε έναν τρόπο, ώστε να αξιοποιήσετε τα παραπάνω δεδομένα (όποια 
θεωρείτε κατάλληλα) και να υπολογίσετε με προσέγγιση εκατοστού τους αριθμούς  

 20   ,  45   και  80          (Μονάδες 12) 

β) Αν δεν υπήρχαν στον πίνακα οι προσεγγιστικές τιμές των ριζών πώς θα μπορούσατε 

να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
3 20 80

45 5




;                          (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1377 

α) Να δείξετε ότι: 33 30 4  .         (Μονάδες 12) 

β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 3 30  και 36 30          (Μονάδες 13) 

 
ΘΕΜΑ 1380 

Δίνεται η παράσταση: 4 4A 1 x x    
α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Α; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας και 

να γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x σε μορφή διαστήματος.  
         (Μονάδες 13) 

β) Αν x 3  , να αποδείξετε ότι: 3 2A A A 1 0             (Μονάδες 12) 

 
ΘΕΜΑ 1381 

Δίνεται η παράσταση:  
5

5B x 2   

α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Β; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας και 
να γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x υπό μορφή διαστήματος.  

         (Μονάδες 13) 

β) Για x 4 , να αποδείξετε ότι: 2 4B 6B B           (Μονάδες 12) 
 
ΘΕΜΑ 14682 

Δίνονται οι αριθμοί:  
6

A 2  και  
6

3B 2  

α) Να δείξετε ότι: A B 4           (Μονάδες 13) 

β) Να διατάξετε από το μικρότερο στο μεγαλύτερο τους αριθμούς:  2  , 1 , 3 2  
         (Μονάδες 12) 
 
ΘΕΜΑ 14774 

α) Να δείξετε ότι       
 
       και       

 
                     (Μονάδες 13) 

β) Με τη βοήθεια του ερωτήματος α) ή με όποιον άλλο τρόπο θέλετε, να δείξετε ότι 

                   .                (Μονάδες 12) 
 
ΘΕΜΑ 14599 

Αν για τον πραγματικό αριθμό x  ισχύει 2 2x  , τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι 1 1x   .                                                                       (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε  1,1x  , ισχύει 2 1x  .                          (Μονάδες 13) 
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ΘΕΜΑ 14452 

Δίνονται οι αριθμοί 3 1    και 3 1   . 

α) Να δείξετε ότι 2 2 10     .                             (Μονάδες 15) 

β) Να δείξετε ότι 1 5
 

 
   .                     (Μονάδες 10) 

 
ΘΕΜΑ 12943 

Δίνονται οι αριθμοί   
1

α 3 5
2

 και    
1

β 3 5
2

 

α) Να υπολογίσετε το άθροισμα α β και το γινόμενο α β                  (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι  2 2α β 7                     (Μονάδες 13) 

 

4ο Θέμα 
 
ΘΕΜΑ 14931 

Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί ,  , με 1 2    και 1 2   . 

α) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 2 2    .                 (Μονάδες 7) 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 2 2    .                 (Μονάδες 8) 

γ) Αν 4 2   και 2  , να δείξετε ότι 2 2 2 2      .               (Μονάδες 10) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 


